Kesikli Olasilik Fonksiyonlari

X kesikli rastgele degisken olmak tizere X'in her miimkiin x degeri i¢in P(x)=P(X=x) in bir

olasilik fonksiyonu olabilmesi i¢in agagidaki kosullar1 saglamasi gerekir.

a) V x€R i¢in P(x)=0
b) YrerPX =x) =1

Siirekli Olasilik Fonksiyonlari

X siurekli rastgele degisken olmak iizere X'in her mimkiin x degeri icin f(x)
fonksiyonunun olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmesi igin asagidaki kosullarn

saglamasi gerekir.

a) VxeRicin f(x)=0

b) [ f(dx=1

Bir rastgele degiskenin olasilik (yogunluk) fonksiyonu biliniyorsa P(X=a), P(X>a),
P(a<X<b) gibi olasiliklar hesaplanabilir.

Ornek: Bir madeni para 2 defa atihyor. X rastgele degiskeni atista gelen turalarin
sayisini gostersin.

a) Xrastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu yaziniz.

b) Yazdigimiz fonksiyonun olasilik fonksiyonu oldugunu gosteriniz.

c) Xrastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim: Bu deney icin 6rnek uzay
Q={YY,YT,TY,TT}
seklindedir.
X rastgele degiskenlerinin aldig1 degerler kiimesi Dx={0,1,2} oldugu asikardir.
a) P(X:O):P({YY}):i >0

P(X=1)=P({YT,TY})= i + i = % >0



P(X=2)=P({TT)=7 >0

oldugundan V x€R icin P(x)>0 kosulu saglanmis olur. Buradan X rastgele degiskeninin

olasilik fonksiyonu

X=x ‘ 0 1 2
P(X=x) ‘ 1/4 2/4 1/4

seklinde bulunur.
b)
i. Vx€Ricin P(X=x)=>0 (asikkinda gosterildi)

ii. Y2 ,PX=x)=P(X=0)+PX=1)+PX =2)

Her iki kosul da saglandigl icin elde ettigimiz fonksiyon bir olasilik fonksiyonudur.

c)

P (x)

2/4

1/4

Ornek: Bir balik¢inin bir giinde tuttugu ortalama balik miktarini gosteren X rastgele

degiskenin olasilik fonksiyonu,



100 X, x=12,..,10 icin
P(X=x)= E. (20—x), x=11,12,...,20 icin
0, dd
biciminde olsun.
a) Verilen fonksiyonun olasilik fonksiyonu oldugunu gosteriniz.
b) Balik¢inin tam 8 balik tutma olasiligini hesaplayiniz.
c) Balik¢inin 8’ den az balik tutma olasiligini hesaplayiniz.
d) Balik¢inin 8’ den ¢ok balik tutma olasiligini hesaplayiniz.
e) Balik¢inin 6 ile 18 arasinda balik tutma olasiligini hesaplayiniz.
Coziim:
a)
i. Px)=0
ii. YPX=x)=1

T, P(X = 2)+52,, P(X = x)=31%, — . x+520,, — (20 — x)

55 45
= —4
100 100

=1

kosullar1 saglandigi icin verilen fonksiyon bir olasilik fonksiyonudur.
b) P(X=8)=—.8=0,08

1 28
¢) P(X<8)=%]_;.x=—-=0,28

d) Lyol: P(X>8)=X1% — x+%2%,; — (20 — x)= 0,64
ILyol: P(X>8)=1—P(X<8)
—[P(X =8) + P(X < 8)]

=1—[0,08 + 0,28]
=0,64

1
e) P(6=x<18)= Zx 600" ¥ Zx 11100 (20 —x)

=(= 6+ .7+ .8+ — .9+ —.10)
100 100 100 100 100



+(L (20— 11) + .(20—12)+---+F10.(20—18)>

100

_40 a4 84
100 100 100

=0,84

BEKLENEN DEGER VE VARYANS

Kitleyi karakterize eden 6énemli kavramlardan biri rastgele degiskenlerin momentleridir.
Rastgele degiskenlerin momentleri ise beklenen deger ile ilgilidir. X bir rastgele

degisken ise X'in herhangi bir fonksiyonu g(X) de bir rastgele degiskendir.

TANIM: Deger kiimesi D, olan bir X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu veya
olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olsun. g(X) rastgele degiskeninin beklenen degeri

J, lg@If()dx <o, X siirekli J,, g f(x)dx, X strekli
* ise E(gX)=1"*
2o lg)Nf(x) <o, X kesikli Y0, 900 f(x), X kesikli

seklindedir.

TANIM: X rastgele degiskeninin olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ve her k
icin E(X*) var olsun. E(X*) degerine X rastgele degiskeninin k.anci momenti denir.
a) k=1 icin E(X) degerine X rastgele degiskeninin beklenen degeri denir ve u ile
gosterilir.
b) E(X — w)* degerine X rastgele degiskeninin p’ye gére k-mnc1 merkezi momenti
denir.
¢) Var(X)=E(X — u)? degerine X rastgele degiskeninin varyansi denir. Var(X) veya
a2 ile gosterilir ve

VX)=EX)—-[EX)]?

dir. X rastgele degiskeninin varyansinin pozitif karekokiine X'in standart sapmasi

denir. X'in varyansi g2 ise standart sapmasi “c”dr.



d) teR icin My(t)=E(e'¥) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran
fonksiyonu denir ve My (t) ile gosterilir.
e) ab€eRicin g(X)=aX+b fonksiyonu tanimlansin.
E(g(X))=E(aX+b)=a.E(X)+b
dir.
f) V(g(X))=V(aX+b)=a2V(X)+V(b)=a?V(X)

Ornek:
e E(2X)=2E(X)
e E(4+5X)=E(4)+E(5X)
—4+5E(X)
o V(2X)=22V(X)
=4V(X)
o V(5X+4)=V(5X)+V(4)
=52V(X)+0
= 25V(X)

Bilesenleri X ve Y olan iki boyutlu rastgele vektoriin ortak olasilik veya olasilik yogunluk
fonksiyonu f(x,y) olsun. X ve Y ayni 6rnek uzayinda taniml birer rastgele degisken ise
g(X)Y) de bir rastgele degiskendir. g(X)Y) rastgele degiskeninin beklenen degeri var

olmasi halinde beklenen deger

fXEDx fYEng(X, Vf(x,y)dydx , X siirekliise
Yxep, 2ven, §(,Y) P(X = x,Y =y), X kesikliise

E(g(XY))=

dir. X ile Y arasindaki kovaryans

Cov(X,Y)=E(XY)—E(X).E(Y)

seklinde hesaplanir. X ile Y arasindaki korelasyon ise,



B Cov(X,Y)
- JVar(X).Var(Y)

Pxy

seklindedir.

Ornek: X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

0, dd

ise X rastgele degiskeninin beklenen deger (E(X)) ve varyansini (V(X)) bulunuz.

s i _\6 —x) =12 1 1 li5lie =2
Coziim: EX)=)5_;x.P(X = x) =lo+2.-+43.-+4.-+ 5. S 6. ==

1 1 1 1 1 1 91
E(XZ):Z?C=1 xz. P(X = X) :12.g + 22, g + 32, g + 42, g+ 52, g +62, g = ?

VX)=EX»)—-[EX)]?
E(6X)=6E(X)=6.==21
E(6X+3)=6E(X)+3=21+3=24
V(10X)=100V(X)=290

V(10X+2)=100V(X)+V(2)=100V(X)+0=290
V(10X-2)=100V(X)-V(2)=100V(X)-0=290

Ornek: X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

%xz, 0<x<?2

f(x)=
&) { 0, dd

ise

a) Xrastgele degiskeninin beklenen deger (E(X)) ve varyansini (V(X)) bulunuz.

b) E(4X+2) ve V(4X+2) yi bulunuz.



Coziim:

2 2 2 4712
a) EX) = fo xf(x)dxzf0 x%xzdx = gfo x3dx = Z% . =3—32(16 -0) :g

2 2 53 3 2 3x512 3 12
E(X?) = [ x2f(x)dx=; x?2x2dx =2 [* x*dx = g"?]o =2 (32-0)=2

V()= E(X?) — (E(X))

b) E(4X+2)=4E(X)+2=4.-+2=8

3 48
V(4X+2)=16V(X)=16.— = =

Odev: X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

! =4,6,10
7) X = "
PX =x) = 2
( 2 =, x=57
7
k 0, dd

X rastgele degiskeninin Beklenen degerini E(X) ve Varyansini V(X) bulunuz.

Coziim:

1 1 1 2 2 44
E(X)—Zx XP(X = X) = 4;+ 6;+ 10;+ 5;+7;—7

)= 2 —x)=4214621 21 £22,522_300
EXH)=Xy x*.P(X = x) =47 -+ 6.2+ 10% - + 52 2472 ~==

Buradan varyans

V(X)= E(X?)-(E(X))?



300
V(X)::—;—
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